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は　じ　め　に

　ケプラーは星形化によって正８面体からは合
同な正３角形で囲まれた星形８面体（２個の正
４面体の複合体）を，正１２面体からは合同な星
形正５角形で囲まれた小星形１２面体と大星形１２
面体を発見した１–３）。さらにポアンソーは正１２面
体からは交差する合同な正５角形で囲まれた大
１２面体を，正２０面体からは交差する合同な正３
角形で囲まれた大２０面体を発見し４,５），コーシー
は正多面体の星形化によって得られる星形正多
面体 （一様な星形多面体）はこれで全部である
ことを証明した６）。正１２面体の星形多面体は前
述の３種しか存在しない。正２０面体の他の星形
化については，ブリュックナーの多面体に関す
る研究７）以後，コクセターがデュ・バル，フラ
ザー，ペトリーと共同で体系的な研究を行い，
正２０面体の星形多面体が５９種ありしかもこれで
全部であることを証明した８）。また一様多面体に
ついては， ５種の正多面体（プラトンの立体）
及び１３種の準正多面体（アルキメデスの立体）
に続き，バドルーが３７種を発見した９）。更にコ
クセターとミラーは新たに発見した１２個を含め
７５種の一様多面体を数え上げ，スキリングがこ
れで全部であることを証明した１０）。
　ウエニンガーは数学的に存在が証明されたこ
れらの多面体を実現しようと試み，実際に星形
パターン１１）から一つ一つの多面体についての

ネットを見出し，これを基に多面体の面となる
パーツを作って貼り合わせることで７５種の一様
多面体と代表的な星形多面体を組み立てた１２）。
三村はウエニンガーのようにパーツを接着する
かわりに，継手のあるユニットを組み込む方法
で多くの多面体の製作を試みた。最初に用いら
れた２辺の比が  の長方形（  - 長方形）
から折りだす３角ユニット（T -ユニット： 
Triangular unit）１３）は２辺の比が １：a (０ ＜ a＜－ 
 ２)の長方形から折りだす一般３角ユニット
（GT- ユニット：Generalized triangular unit）へ
と発展し，正１２面体の星形多面体及び正２０面体
のいくつかの星形多面体や複合体の製作が可能
となった１４–１６）。本稿では星形多面体と複合体に
焦点を絞り，注の文献１４－１６）に解説している
それらの製作法に新たな図を付加して詳述した。
各多面体のユニットは，星形パターンの中に現
れる目的の多面体を構成する面に対応する３角
形をもとに決定される。

１.　GT-units

　長方形 ABCDの辺 AD，BCの中点をそれぞ
れ M, Nとする。図 １．１（点線は谷折り）には
二つの場合がある。上段の CM¢＜ CD/２ の場
合：辺 CD上に点Ｍがくるように折線 NFをい
れＭと重なる辺 CD上の点を M¢とする。同様
に折線 MEをいれ辺 AB上の点 N¢を定める。 
NM¢，NFの順に，続いて MN¢，MEの順に折
り込む。下段の CM¢＞－ CD/２ の場合：NM¢を
折り CM¢上に CM¢と NFとの交点 M¢ ¢を定め
る。同様に AN¢上に N¢¢を定める。ユニットに
よっては， が小さい場合や複

1 3: 3

 MNF NME



24 広島経済大学研究論集　第３４巻第２号

雑な折り込みを入れる場合など，△ NCM¢ ¢と 

△ MAN¢¢を切除してもよい。
　２辺の比が １：aの長方形を a- 長方形と呼ぶ。
図 １．２ の折り線の入った長方形 ABCDにおい
て，図 １．２ のように AB ＝ NM¢ ＝１，AD ＝ 
 a (０ ＜a ＜－  ２)，CM¢ ＝b，MF ＝ FM¢ ＝xとおく。
このとき NM¢２ ＝ NC２＋ CM¢２より CM¢ ＝ b ＝ 
 ，DM¢ ＝ DC － CM¢ ＝  。 

従って FM¢２＝ FD２ ＋ DM¢２は 

 

となり，次の関係式が得られる : 

(*)  
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これより図 １．１ の上段（０ ＜－  b＜ １/２）と下段
（１/２ ＜－  b＜－  １）の a- 長方形は，それぞれ 
 ＜ a＜－  ２ と ０ ＜ a＜－   の場合である。 

２.　正１２面体の星形多面体

小星形１２面体と大星形１２面体

　小星形１２面体と大星形１２面体に現れる３角形
の面は相似であり，各頂点の周りはそれぞれ正
５角錐と正３角錐である。この３角形が図 １．２
の△ MKLとなるような a- 長方形を定める。図 

２．３ の星形正５角形において，BE   BQ ＝
  より△ APQは AP   AQ   PQ ＝  

3 3

:

5 1 2 : : : 1 1: :

図 １．１　GT-unitsの折り方

図 １．２　a- 長方形

図 ２．１　小星形 12面体の面
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 の２等辺３角形である。△ MKLが
このような３角形となるようなxを定めて式 (*)

より a, bを求めるとそれぞれ次のようになる : 

 

   １.１７５６

   ０.８０９０

大１２面体

　大１２面体の面に現れる３角形は図 ２．５の 

ように辺の比が AP : PE : EA  

 である。 AEを図 １．２ の MNに
対応させ，点Ｐから辺 AEに下ろした垂線 

の 足 を Ｈ と す る と  

MN   KL / 2である。 
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したがって x，a，bは次のように定まる : 

 

   １.９０２１

   ０.３０９０

３.　正２０面体の星形多面体

正２０面体第１の星形 （６０面体）

　図 ３．１ において，正２０面体の星形パターンは
正３角形 ABCの各辺を黄金分割していることか
ら，△ ABP   におけ
る余弦定理 : 
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図 ２．２　大星形 12面体の面

図 ２．３　星形正 5角形

図 ２．４　大１２面体の面

図 ２．５　正５角形と星形正５角形
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より  である。また   AR¢ : 

AB，即 ち  よ り AS  
 である。次に△ ARSににおける正弦
定理 : 

 

より  である。したがって図 

１．２ における△ MNKが目的の３角形となるよう
な  ，a，bは次のように定まる：

    １.９３６５， 

正２０面体第７と第８の星形

　図 ３．３ において，正３角形 ABCの各辺上の
点 P，Q，Rはそれらの点を通る辺を黄金分割 

し であるから，正２０面体第７ 

と第８の星形の面は同じ a- 長方形から作り出 

せる。辺 AB上に  となるような 

点Ｈをとり， APと QHの交点をＳとする。
 のとき， PQ   QC   ２， 
  である。従って QH２  AQ２－
 AH２より 
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図 ３．１　正２０面体の星形パターンに現れる第１の星形の面

図 ３．３　正２０面体第８の星形の面

図 ３．２　正２０面体第７の星形の面
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である。また△△ PQSと△△ AHSは相似であるか 

ら  PQ   QR   AH   HR   AH   QH － QR，即ち 
(AH ＋ PQ) ・QR   PQ・QHで あ る。従 っ て 
  であり 

 

である。ここで， を図 １．２ の に
対応させると x，a，bは次のようになる : 

 

 

 は に非常に近いので，ユ
ニットは  - 長方形から作ればよい。このとき
 ，従って図 １．１において  

 である。

正２０面体第９の星形

　正３角形 ABCの辺 BC上の点Ｐ，P¢はその
辺を黄金分割する点である。 のと
き△ APP¢は  ,  の
２等辺３角形である。辺 AP¢上に とな
る点 Sをとると，△△ APSと△△ PP¢Sにおいて 
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が成り立つ。これより 

 

となり，従って 

 

である。ここで を図 １．２ の に対
応させると x，a，bは次のようになる１７）: 

 

 

aは１に非常に近いので，ユニットは正方形か
ら作ればよい。このとき である。 

１０個の正４面体の複合体

　この多面体の各頂点の周りには正４面体の頂
点の周りの正３角錐が２つずつ６０° の回転角度差
で集まり，星の形の１２個の凹５角錐が細長いＶ
字形の凹４角錐によって結合している。これら
の角錐は２種のユニットから作ることがでる。
　図 ３．５ の△△ ABCにおいて Pと P¢，Qと Q¢，
Rと R ¢はそれぞれ辺 BC，辺 CA，辺 ABを黄
金比に分割する点である。 PQ¢と P¢R;  PQと 
P¢R;  BQと PR;  BQと P¢R¢;  R¢Q¢と PRの交点を
それぞれ S，T，U，V，Wとする。まず，凹四
角形 PTP¢Sの面を構成するユニットを考 

える。図 ３．１ で考察したように， 

のとき ， であるから， 
△△ ABPにおける正弦定理：

 

より 
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図 ３．４　正２０面体第９の星形の面
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となり，     ２２° である。従ってPQ / / BQ¢

に注目して， 

より    ２２° となる。
　次に，△△ PUVを作りだすためのユニットにつ
いて考える。△△ PTSにおいて  

  より

PT    ・PS    ・PS

　   ０.６３４５・PS

である。QB / / P¢Q¢に注目して

  

　　　  

　　　  １０４°

である。他方，VA / / P¢Q¢，VQ / / R¢Q¢より
 である。ゆえに△ PUV

において より 

PV   ・PU    ・PU 

　   １.１２０４・PU

これに上で求めた PU   PT   ０.６３４５・PSを代入
すると PV   ０.７０１９・PTとなる。
　この多面体を構成する星の形の１２個の凹５角
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錐の面である凹４角形 PTP¢Sは   - 長方形から
得られる５個のユニットから作ることができる。
また，３０個の細長いV字形の凹４角錐は
 より，正２０面体第９の星形と同
様に正方形から始めればよい。その辺は - 長
方形の短い辺の ２・PV  １.４２１８倍ある。

４.　２０・１２面体の星形

２０・１２面体第７の星形

　この多面体は，大１２面体と２０面体の第７の星
形との複合体である。大１２面体の凹正３角錐か
ら第７の星形の先が突き出している。正２０面体
の第７の星型のユニットは既に前節で考察した
ように   - 長方形に非常に近い  - 長
方形から作ることができる。また，２０面体の第
７の星形によって切り取られた大１２面体の部分
は，等角が３６°の２等辺３角形が１０個集まって
できた星形正５角錐をなしている。この複合体
は６０枚の  - 長方形で作ったユニットの一端を
星形正５角錐ができるように変形して実現する
ことができる。 

５.　星形多面体とそのユニット

　図の – – –  は山折り  は谷折りを表す。

3

   UPV PAP

3



b B15 2 3 2

2

………

図 ３．５　１０個の正４面体の複合体の面
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正１２面体の星形と正２０面体第１の星形

大１２面体

正２０面体第１の星形

小星形１２面体
大星形１２面体

②

④

③の折り目をもとに戻す

①

スリットを合わせるようにし
て折り目を入れる

③

斜線部を切り取る

正２０面体第７の星形
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⑤

⑥

斜線部に糊を付けてＡ線を谷
折りする

⑦
糊付け部分を裏側からつまみ Ｂ線
とスリットを谷折りする

⑧

できあがり（図の太線がスリット）

正２０面体第８の星形

スリットを合わせるようにし
て折り目を入れる

①

折り目を入れて戻す

②

③

④

裏も同様に折り
目を入れる

⑤

開く

３３ページに続く。
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写真 ５．１　星形８面体 写真 ５．４　大１２面体

写真 ５．５　正２０面体第１の星形写真 ５．２　小星形１２面体

写真 ５．３　大星形１２面体 写真 ５．６　正２０面体第７の星形
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写真 ５．７　正２０面体第８の星形 写真 ５．９　１０個の正４面体の複合体

写真 ５．８　正２０面体第９の星形 写真 ５．１０　２０・１２面体第７の星形
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できあがり（図の太線がスリット）

謝　　　　　辞

　福岡教育大学櫻井孝俊教授には，教育学的視点から
教材としての星形立体の教育的意義について多くの有
益なご助言を戴きました。ここに深く感謝の意を表し
ます。

注

 １） J. Kepler, Mysterium Cosmographicum, Tubingen 
(１５９５) . 

 ２） J. Kepler, De Nive Sexangula, Prague (１６１１) .
 ３） J. Kepler, Harmonices Mundi Libri V, Linz (１６１９).
 ４） L. Poinsot, Note sur la Theorie des Polyèdres, 
Comptes Rendus des Seances de l’Academie des 
Siences (１８６０) , pp. ６５–７９.

 ５） L. Poinsot, Mémoire sur les Polygones et les 
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