
1． は　じ　め　に

　近年，自然災害，金融危機など非日常的なリ
スクや劣化，環境変化，不確実性など日常的な
リスクに対してレジリエンス［1］を考慮した
生産・在庫管理が不可欠である。生産システム
においては，顧客からの注文に対する不充足
（在庫切れと同じ）が続けば，事業継続性が損
なわれる。また，トラブル時でも即時に，安定
的供給ができる回復力を確保しておく必要があ

る。このような日常的に起こる不確実な注文に
対する不充当をリスクと捉え，リスクを考慮し
た生産計画モデルの確立が急務である［2–4］。
　既に，リスク指標として AVaR（Average 

Value-at-Risk）を用い，協力ゲーム理論［5–7］
を適用して，多期間の生産計画問題について，
解を求める方法が提案されている［8, 9］。
AVaR は不確実な需要量の分散の大きさから生
じる在庫量の分布のすそ野の広がりによるリス
クを表現するものである。解法としては，第 1
段階においては，AVaR を特性関数として，計
画期間トータルに想定される需要量をゲーム理
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生産システムに適用した場合の在庫量，生産量の特性が明らかになり，対応する在庫補充
政策が導かれている。
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論におけるシャープレイ値［5］を用いて，各
期に配分し，期別の想定される需要量を決定す
る。次に，第 2段階においては，ゲーム理論の
結果を時系列に展開して期別の生産量を決める
ものである。これをシャープレイ値配分と呼ぶ。
内示生産システム［10］に適用した場合の在庫
量，生産量の特性を明らかにし，対応する在庫
補充政策を導いている。在庫量あるいは，在庫
品切れ量の多次元同時確率分布計算を必要とし
ない。需要が期ごとに互いに相関を持つ場合へ
の拡張が容易であることが示されている［8］。
　一方，現実的な立場から，生産計画において
は，製造面，原材料調達面から日々の生産量が
極力変動なく，一定で平準化されていることが
望ましい。そのために，シャープレイ値配分に
基づく週間生産計画モデルに対して，生産平準
化の視点からの考察が不可欠である。
　そこで，本論文では，シャープレイ値配分に
基づく生産計画モデルをベースに，生産平準化
指向の生産計画モデルを提案するとともに，
シャープレイ値配分に基づく生産計画モデルと
生産平準化指向の生産計画モデルとの関係を数
値計算面から考察するものである。

2． シャープレイ値配分による生産計画
問題とは

2．1 問題の概要

　計画期間を n期とする。 i n≤( )期の不確実な
需要量を di，需要量の期待値を di，需要量の
分散をωi

2とし，互いに独立な正規分布に従う
とする。

~ ,d N di i iω2( )  （2.1）

Cov d d i ji j,( ) = ∀ ≠( )0  （2.2）

　需要量の分散共分散行列 Aは，
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と所与である。また， 1から n期までの累積需
要量を Dとする。

D d d dn= + + +1 2 

 （2.4）

　信頼水準をαとし，VaRD 1 −( )α を Pr D x≥( ) ≤ α

Pr D x≥( ) ≤ αとなる最小の xであるとする。全期間の累積
需要量 Dに対する AVaRD D| 1 −( )α は，

図 1　 5期間の生産計画（例）と記号
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AVaR E D D VaRD D D| 1 1−( ) = > −( ) α α  

 
（2.5）

である。Eは，期待値をとることを表している。
　シャープレイ値配分に基づく生産計画問題と
は，「初期在庫量 S0，信頼水準αを所与として，
（2.4）式であらわされる計画期間の累積需要量

Dに対して，信頼水準範囲内の想定需要量
AVaRD D| 1 −( )α を満足するように，計画期間
の期別の生産量 x i ni , , ,=( )1  を求める」こ
とである。図 1に， 5期間の生産計画の例と関
連する記号を表している。例えば，初期在庫量
S0に， 1 期目における生産量 x1が加わり， 1
期目の需要量の期待値 d1を減じて， 1 期目末
の在庫量の期待値 S1と推移する。

2．2 シャープレイ値とは

　協力ゲームは， n人のプレーヤーの集合
N n= { }1 2, , , と特性関数 νの組 N , ν( )によっ
て表現される。特性関数νは， Nの部分集合 S

に対して， Sに含まれるメンバーが獲得できる
利得の値を与える関数である。特性関数νがす
べての相交わらない 2 つの提携 S， T N⊆ ，
S T∩ = { }に対して，ν ν νS T S T( ) + ( ) ≤ ∪( )と
なるとき， νは優加法性を満たすという。特性
関数νが優加法性を満たす場合は，独自に行動
するよりも，提携して共同して行動した方が獲
得できる利得は小さくなることはないことが知
られている［7］。したがって，提携のサイズは
大きくなっていき，最終的に全員提携が形成さ
れ，全員提携が形成されたときに獲得できる値
ν N( )をプレーヤー間でどのように分け合うか
を決めることが解をもとめることになる。
　ゲーム N , ν( )において，任意の提携 Sと Sに
含まれない任意のプレーヤー iを考えるときに，
ν νS i S∪ { }( ) − ( )を提携 Sに対する iの貢献度と
して定義されている。
　シャープレイ値は，協力ゲーム N , ν( )におい

て，提携に対するプレーヤーの貢献度に基づき，
利得が配分されると考える。プレーヤー iの配
分量 π iはシャープレイ値であり，次のように
計算される。

π ν νi
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 （2.6）

　ここで Sは， Sに含まれるプレーヤーの数で
ある。
　（2.6）式の意味は，シャープレイ値とは，提
携 Sに， Sに含まれない i{ }が加わった時の利
得の増加分ν νS i S∪ { }( ) − ( )（すなわち貢献度）
の期待値であることを示している。シャープレ
イ値は，次の性質を有している。

①全体合理性　　
i

n

i N
=
∑ = ( )

1

π ν  （2.7）

②個人合理性　　π νi i i≥ { }( ) ∀,  （2.8）

　性質①は，全員の利得を合計したものは，
ν N( )に等しいことを表している。したがって，
シャープレイ値 π iは，全員が提携した時に得
られる利得 ν N( )を各プレーヤーに配分した配
分値である。
　性質②は，各プレーヤーが得る利得は，その
プレーヤーが単独で行動した時に得る利得を下
回らないことを表しており，各プレーヤーは連
携した方が得であるから提携に加わる動機を持
つことを表している。

2．3 シャープレイ値と生産計画問題との対応

付け

2．3．1 提携と AVaR

　プレーヤー iを生産計画における「 i期」に
あてはめ，提携 Sを「期の合成」と考える。
　生産計画問題は， AVaRを評価指標とするこ
とから，特性関数は − AVaRとする。－をつけ
ることにより， − AVaRは優加法性を満たす。
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提携 Sの累積需要量を D S dii S( ) =
∈∑ とすると，

①全期間（全提携 N）の累積需要量 Dの AVaR

　 D D N dii N
= ( ) =

∈∑ に対する AVaRは，

AVaR E D D VaRD D D| 1 1−( ) = > −( ) α α 

　　AVaR E D D VaRD D D| 1 1−( ) = > −( ) α α  （2.9）

② i期（提携 i{ }）の需要量 diの AVaR

　 D i di{ }( ) = に対する AVaRは，

AVaR E d D VaRd D i Di |
1 1−( ) = > −( ) α α 

　　AVaR E d D VaRd D i Di |
1 1−( ) = > −( ) α α  （2.10）

③合成期間（提携 S）の累積需要量の AVaR

　 D S dii S( ) =
∈∑ に対する AVaRは，

AVaR E D S D VaRD S D D( ) −( ) = ( ) > −( ) | 1 1α α 

　　AVaR E D S D VaRD S D D( ) −( ) = ( ) > −( ) | 1 1α α  （2.11）

となる。
2．3．2 特性関数

　特性関数 ν S( )を求める。 i期の在庫量に影響
を及ぼす需要量 Diとその特性を求めておく。

D d d d di i tt

i= + + …+ =
=∑1 2 1

 （2.12）

である。 Diの特性は， i j< として，

E D di tt

i
  =

=∑ 1
 （2.13）
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Cov D Di j i tt
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となる。すなわち， Diの分散共分散行列 Σは，
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（2.16）

となる。これらを用いて，提携Sの特性関数は，

ν α σS AVaR d KD S D ii S ijj Si S( ) = − −( ) = − +( )( ) ∈ ∈∈∑ ∑∑| 1

ν α σS AVaR d KD S D ii S ijj Si S( ) = − −( ) = − +( )( ) ∈ ∈∈∑ ∑∑| 1  （2.17）

K
z

z
=
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− ( )

−

−

ϕ α

α

1

11 Φ
 （2.18）

z
VaR dD S i S i
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∈ ∈
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α

α

σ
 （2.19）

である［11, 12］。
　ここで， ϕ， Φは，それぞれ標準正規分布に
おける確率密度関数と累積確率分布関数である。
（2.17）式の特性関数 ν S( )は，優加法性を満た
している。なお，需要量 diに相関がある場合は，
Cov d d i ji j,( ) ≠ ≠( )0 であるから，これに対応
する Diの分散共分散行列を求めて， σ ijとすれ
ばよい。
2．3．3 解法の基本的な考え

　既に筆者により提案されている解法の基本的
な考えは以下のとおりである［8］。
　まず AVaRを評価指標として累積需要量 Dに
対する AVaRD D| 1 −( )α を求め，これを満足す
るように，ゲーム理論におけるシャープレイ値
π iを求め， π iの比率で， AVaRD D| 1 −( )α を各
期に配分し，期別の想定される需要量を決定す
る。次に，シャープレイ値 π iを用いて，後で
述べる方法にて期別の生産量を決める。
　このようにして求める生産計画における
シャープレイ値 π iの意味を述べる。特性関数
として，技巧的に − AVaRを使うことから，す
べての π iは，負となるので，意味を解釈する
ときには， −π iを考える。 AVaRD D| 1 −( )α は，
全提携 Nの利得であり，生産計画問題では，
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dii

n

=∑ 1
に対する信頼水準 αで計画期間トー 

タルの想定される需要量（トータル想定需要 

量と呼ぶ）であり，かつ全体合理性より
AVaR ND D ii

n
| 1

1
−( ) = − ( ) = −( )=∑α ν π であるの

で，すべての期の −π iの合計は，トータル想定
需要量と合致する。
　このことより， − π iは，トータル想定需要
量を各期に割り振られる想定需要量（期別想定
需要量と呼ぶ）である。この値以上の需要量が
発生すると，信頼水準αで， AVaRを上回る需
要量が想定される。逆に，期別の期首に −π iに
相当する在庫量を保有しておけば，信頼水準
αで想定されるリスクにほぼ対応できる。

2．4 期別生産量の決定

　初期在庫量 S0， i期の在庫量 Si，生産量 xiと
すると，計画段階における i期の期首（すなわ
ち， i − 1期末）の在庫量のもっともらしい値は，
期待値 E Si− 1 とみなせることから，

E S xi i i−  + = −1 π  （2.20）

である。したがって，各期の生産量 xiは，

x S i1 1 0 1= − − =( )π  （2.21）

x E S ii i i= − −   ≥( )−π 1 2  （2.22）

として求めることができる［8］。ここで，
E S di i i  = − −π であるから，

x S1 1 0= − −π  （2.23）

x d ii i i i= − + + ≥( )− −π π 1 1 2  （2.24）

　尚， xi < 0の場合は， xi = 0とおく。ここで，
一般性を失うことなく， x1 0≥ としておく。初
期在庫量 S0が大きく， x1 0< の場合は，生産量
x1 0= として， 1 期目をはずし 2 期目以降から
再計算すると考える。

3． シャープレイ値配分に基づく生産計
画問題の 2次計画表現

　シャープレイ値は，（2.6）式により一意的に
求めることができるが，一方では，別の定式化
が可能である。

π πii S
S

∈∑ = ( )  （3.1）

と置いて，次の 2次の最適化問題を解くことに
より求めることができることが Ruiz らにより
証明されている［13–15］。

【モデル A：シャープレイ値を求める 2 次計画
モデル】

min
S N

v S S m S
⊂
∑ ( ) − ( )( ) ( )π

2

s t.. π νii

n
N

=∑ = ( )1  
（3.2）

π νi i i≥ { }( ) ∀,

　ここで，

m S
n

n
S

( ) =
−

−
−







−
1

1
2
1

1

 （3.3）

（3.2）式の制約条件の 1つ目は全体合理性， 2
つ目は個人合理性であり，評価関数としては，
提携 Sの特性関数ν S( )と各プレイヤーのシャー
プレイ値の差の 2乗和を表している。m S( )は，
それらの重みである。
　この定式化は，シャープレイ値の算出に際し
て，任意の提携 Sに対して， ν S( )を求めて，
（2.6）式を用いて一意に計算する方法に比べて，

π i i n=( )1,,  を変数として（3.2）式であらわ
される 2次計画問題の解として求まることを示
している。拡張性が高いし，また通常の
EXCEL Solver で簡単に求めることができる。
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4． 生産平準化指向の生産計画モデルの
提案

　生産計画においては，日々の生産量が変動な
く，極力一定で均等化されていることを生産平
準化という。 1日の生産量がほぼ一定となり，
作業量が均等化される。また，生産量に基づき
必要となる材料，資材，部品の数量も均等化さ
れ，発注量が一定量化し，納入も平均化する。
　シャープレイ値を求める 2次計画問題の枠組
みを使って，生産平準化指向の生産計画モデル
を提案する。
　期別の配分量 π i i n, , ,=( )1  と生産量の関
係が2.4節（2.23）（2.24）式ように導出されて
お り，こ れ ら を 使 っ て 期 別 の 配 分 量
π i i n, , ,=( )1  か ら 期 別 の 生 産 量
x i ni , , ,=( )1  を求めることができる。期別
生産量の平均値を基準の生産量 xとすると，

x
x x x

n
x
n

n i
i

n=
+ + +

=
=∑1 2

1



 （3.4）

となる。これを用いて，生産平準化指向の生産
計画モデルの制約条件は，全体合理性，個人合
理性及び期別想定需要量（シャープレイ値）と
生産量の換算式である。また，評価関数は，期
別の生産量 xiと基準の生産量 xとの偏差の 2乗
和で表わす。以上の結果から，生産平準化指向
の生産計画モデルは， z i ni =( )1, , を変数とす
る次の 2次計画問題として定式化される。

【モデル B：生産平準化指向の生産計画モデル】

min
i N

ix x
∈
∑ −( )2

s t.. z Nii

n

=∑ = ( )1
ν  （3.5）

z i ii ≥ { }( ) ∀ν ,

x z S1 1 0= − −

x z z d ii i i i= − + + ∀ ≥− −1 1 2,

5． モデルの拡張

5．1 2つのモデルの統合

　シャープレイ値配分に基づく生産計画モデル
と生産平準化指向の生産計画モデルの統合モデ
ルを定式化しておく。 2つのモデルは，それぞ
れシャープレイ値，制約条件下での生産平準化
となる解を求めるものである。それに加えて，
シャープレイ値と生産平準化のバランスのよい
解を求めたい。それで，シャープレイ値配分に
基づく生産計画を求めるモデル A の評価関数
に対して重み p（定数），生産平準化指向の生
産計画を求めるモデル B の評価関数に対して
重み q（定数）をかけて総和を求めた統合モデ
ルを定式化する。

【モデル C：統合モデル】

min p v S S m S q x x
S N i N

i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) + −( )π

2 2

min p v S S m S q x x
S N i N

i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) + −( )π

2 2

s t.. z Nii

n

=∑ = ( )1
ν  （3.6）

z i ii ≥ { }( ) ∀ν ,

x z S1 1 0= − −

x z z d ii i i i= − + ∀ ≥− −+ 1 1 2,

　統合モデルにおいて， p = 1，q = 0の場合は，
シャープレイ値配分に基づく生産計画結果であ
り， p = 0， q = 1の場合は，生産平準化指向の
生産計画結果を求めることができる。 0 1< <p ， 

0 1< <q の場合は，シャープレイ値配分に基づ
く生産計画と生産平準化指向の生産計画のバラ
ンス型の計画を求めることができる。

5．2 2つのモデルの関係性の解析

　5.1節の統合モデルを応用して， 2 つのモデ
ルの関係性を調べる。そのために，関係性の解
析のためのモデルを定式化する。
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　解析のポイントは，
（1）生産平準化指向の生産計画モデルにおいて

シャープレイ値を満足する解はあるか？ま
たどの程度の精度で，一致するか。

（2）解がシャープレイ値を満足し，かつ 2つの
モデルがその評価関数値まで同一となるこ
とはあるか。2つのモデルの関係はどうか。

である。
　それで，（3.6）式で表わされる統合モデルを
ベースに，解析のための 2つの定式化を行う。
　 1 つは，技巧的な変数 εを導入して， εを極
力小さくすることにより，解が高い精度で，
シャープレイ値 π i

0を満足する条件

| | ,z ii i− < ∀π ε0

を織り込んだ定式化①である。

【定式化①】

min p v S S m S q x x
S N i N

i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) + −( ) +π ε

2 2
10000

min p v S S m S q x x
S N i N

i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) + −( ) +π ε

2 2
10000

s t.. z Nii

n

=∑ = ( )1
ν  （3.7）

z i ii ≥ { }( ) ∀ν ,

x z S1 1 0= − −

x z z d ii i i i= − + ∀ ≥− −+ 1 1 2,

| | ,z ii i− < ∀π ε0

定式化①に加えて，さらに 2つのモデルの評価
関数値が同一になる条件

p v S S m S q x x
S N i N

i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) = −( )π

2 2

を織り込んだ定式化②を導く。

【定式化②】

min p v S S m S q x x
S N i N

i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) + −( ) +π ε

2 2
10000

min p v S S m S q x x
S N i N

i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) + −( ) +π ε

2 2
10000

s t.. z Nii

n

=∑ = ( )1
ν  （3.8）

z i ii ≥ { }( ) ∀ν ,

x z S1 1 0= − −

x z z d ii i i i= − + ∀ ≥− −+ 1 1 2,

| | ,z ii i− < ∀π ε0

p v S S m S q w x x
S N i N

i i
⊂ ∈
∑ ∑( ) − ( )( ) ( ) = −( )π

2 2

（3.8）式が解をもてば， 2つのモデルは数値計
算上，関係性があることになる。

6． 数　値　実　験

　まず，シャープレイ値を求める 2次計画モデ
ル（モデル A）を用いて，シャープレイ値配分
に基づく生産計画結果を示し，（2.6）式でもと
めた結果と同じことを確認する。次に，生産平
準化指向の生産計画モデル（モデル B）の生産
平準化効果を示す。最後に，シャープレイ値配
分に基づく生産計画モデルと生産平準化指向の
生産計画モデルとの関連性を数値計算面から明
らかにするものである。

6．1 前提条件

　 5期間の週間生産計画問題を考える。

d d d d d1 2 3 4 5 10 20 24 6 12, , , , , , , ,  =   , 

ω ω ω ω ω1 2 3 4 5 3 3 3 3 3, , , , , , , ,  =   ,

. , , , , ,α = = = =( )0 01 10 1 1 2 50S w ii 

A =























9 0 0 0 0
0 9 0 0 0
0 0 9 0 0
0 0 0 9 0
0 0 0 0 9

　

Σ =






















9 9 9 9 9
9 18 18 18 18
9 18 27 27 27
9 18 27 36 36
9 18 27 36 45
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6．2 シャープレイ値配分による生産計画結果

　結果を表 1に示す。数値は，下 2桁に丸めて
いる。これらは，（2.6）式で求めた結果と一致
する。

6．3 ケーススタディ

　統合モデル（モデル C）を用いて，case ①
を除きパラメータ q = 1と固定し，パラメータ
pを変化させた場合の生産量 x i ni =( )1, , と解
z i ni =( )1, , とシャープレイ値との差異を表 2
に示す。また，代表的な case について，結果
を図 2に示す。生産平準化指向の生産計画結果
（case ⑬）とそうでない場合（case ①⑦）を図
2に比較している。

（考察）
（1）表 2 において，case ①は，シャープレイ

値配分による生産計画（モデル A）の解で
あり，当然シャープレイ値との差異はない。

（2）case ⑬は，生産平準化指向の生産計画モ
デルの結果である。case ⑬は，図 2 に示
すように他のケースのグラフの推移にくら
べて隣り合う期の生産量の差違は小さく，
平準化効果がみられる。ただし，シャープ
レイ値とはかい離が起きている。Case ⑦
は，それらの中間である。

（3）case ②から case ⑫は，それらの中間であ
り，case ②から case ⑫にうつるに従って，
生産平準化の効果は高くなるが，シャープ

表 1　シャープレイ値配分による計画結果

1期 2期 3期 4期 5期 合計

シャープレイ値－π i 15.78 29.58 36.92 20.83 28.18 131.30

－ν({i}) 18.00 31.31 37.85 21.99 29.88 139.02

生産量　xi 5.78 23.79 27.35 7.90 13.36 78.18

在庫量　E[Si] 5.78 9.58 12.92 14.83 16.18 59.30

表 2　パラメータ p を変化させた場合の結果

生産量 シャープレイ値との差

case p x1 x2 x3 x4 x5 π1－z1 π2－z2 π3－z3 π4－z4 π5－z5

① 1 5.78 23.79 27.35 7.90 13.36 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

② 100000.0 5.78 23.79 27.35 7.90 13.36 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

③ 10000.0 5.79 23.79 27.34 7.90 13.36 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

④ 1000.0 5.80 23.78 27.32 7.93 13.36 0.02 0.00 －0.02 0.00 0.00

⑤ 100.0 5.94 23.65 27.12 8.14 13.33 0.16 0.02 －0.21 0.03 0.00

⑥ 10.0 7.15 22.55 25.49 9.81 13.25 1.37 0.12 －1.74 0.17 0.07

⑦ 1.0 8.00 22.14 21.30 14.41 14.03 2.21 0.56 －5.49 1.02 1.69

⑧ 0.1000 8.00 22.92 19.59 15.48 13.89 2.21 1.34 －6.41 1.17 1.69

⑨ 0.0100 8.00 23.04 19.36 15.60 13.89 2.21 1.46 －6.53 1.17 1.69

⑩ 0.0010 8.00 23.05 19.33 15.61 13.89 2.21 1.47 －6.54 1.17 1.69

⑪ 0.0001 8.00 23.05 19.33 15.61 13.89 2.21 1.47 －6.54 1.17 1.69

⑫ 0.00001 8.00 23.05 19.33 15.61 13.89 2.21 1.47 －6.54 1.17 1.69

⑬ 0 8.00 23.05 19.33 15.61 13.89 2.21 1.47 －6.54 1.17 1.69
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レイ値との差違は大きくなる。

6．4 2つのモデルの関係性検証

　【定式化②】を用いて，パラメータ q = 1（定
数）とし，パラメータ pを変数とみなして， 

数 値 実 験 を 行っ た。結 果 は， p = 52 28. ，
p v S S m S x x

S N ii N( ) − ( )( ) ( ) = −( ) =
⊂ ∈∑ ∑π

2 2
365 74.

p v S S m S x x
S N ii N( ) − ( )( ) ( ) = −( ) =

⊂ ∈∑ ∑π
2 2

365 74. であった。すなわち， p = 52 28. のときに
は，シャープレイ値となる解は存在し，かつ評
価関数も同値になることが分かった。
　このことから，今回の数値実験の範囲では，
2つのモデルは関係性がある。

7． お　わ　り　に

（1）シャープレイ値配分に基づく生産計画モデ
ルをベースに，生産平準化指向の生産計画
モデルを提案した。生産平準化効果を確認
できた。

（2）2つのモデルの統合化モデルを定式化した。
（3）シャープレイ値配分に基づく生産計画と生

産平準化指向の生産計画モデルについて，
シャープレイ値となる解は存在し，かつ評
価関数も同値になる求解が可能であった。
両モデル間には，関連性があることが数値
実験により明らかになった。

（4）今後は，多くのケーススタディを行うとと
もに，理論面から構造的に調べていくこと
が重要である。
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