
１．　は　じ　め　に

　観測されるデータにはしばしばノイズが含ま
れていることがあり，これは観測誤差 

（Measurement error）と呼ばれる。観測誤差の
問題は Fuller（１９９６）に代表されるように様々
な研究がこれまでにもなされてきた。
　Tanaka（２００２）では観測されたデータにノイ
ズが含まれているかどうかについての LM検定
統計量を提案している。この検定統計量の帰無
仮説は観測されるデータにはノイズが含まれな
いとしており，さらに観測できないプロセス
（Signal Process）のパラメーターを利用してい
る。また，計量ファイナンスにおけるボラティ
リティ分析では，高頻度データを用いたとして
も真のプロセスまでは観察することはできない
ため，何らかのモデルを想定することになる１）。
このように，時系列データを分析する際に観測
できないプロセスのパラメーターを推定しなけ
ればならない場合がしばしば出てくる。
　仮に Signal Processが自己回帰モデル（AR

モデル）であり，データにノイズが含まれず観
察された場合は，観測されたデータに対して自
己回帰モデルを適応し，パラメーターを推定す
ればよいことになる。しかしながら，Signal 
Processにノイズが含まれている場合，それを
無視してパラメーターを推定すると（すなわち
想定誤差がある場合），推定されたパラメーター
にはバイアスが生じ，さらに一致性を持たない。
　観測できない Signal Processを明示的にモデ

ルに含めた状態空間モデルは，パラメーターを
推定する際，カルマンフィルターを用いた最尤
推定によって行う。また，Granger and Morris

（１９７６）では，Signal Processを自己回帰モデル
とし，そのプロセスにノイズが含まれている場
合，ある条件のもとでは観測されるプロセスが
ARMAモデルに従うことを示しているため，
ARMAモデルを推定すれば良いことになる。以
上のモデルは，非線形モデルの最適化をするこ
とによりパラメーターを推定する。
　本稿では Signal Processを自己回帰モデルと
想定し，そのパラメーターの推定に関して一般
的な操作変数法を応用した手法を提案する。ま
た，シミュレーション分析によって他の推定量
との比較を行う。本稿の概要は以下の通りであ
る。まず２節で問題の定式化をした後，操作変
数法を使った新たな推定量を提案する。３節で
はデータ分析として，１．シミュレーションに
よって理論的に導出した結果の確認，ならび
に，２．東京証券取引所の１部上場データを用
いた実証分析を行う。最後に４節で本稿のまと
めと今後の課題について述べる。

２．　問題の定式化と理論的結果

　本節では観測系列として以下のようなノイズ
過程と１階の自己回帰（AR(１)）過程の和を考
える。

  （１）

  （２）

　ここでは， と ， および と は独
立であり，さらに時系列の定常性すなわち
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 を仮定する。我々が観測できるデータは

 であり，推定したいパラメー
ターは b である。以下で，想定誤差がある場合
に推定されたパラメーターは一致性を持たない
こと示した後，次項で b の一致推定量を導く。

２．１　想定誤差がある場合の推定量の性質

　ここでラグオペレーター を導入し，上
記の（２）式を書き換え

  （３）

　さらに（１）式の両辺に をかけると以下
の式となる。

 

   （４）

　ここで として（４）式を以下
のように書き換えた場合，

  （５）

一見すると（５）式は の自己回帰モデルにな
るため，b の推定量 は

  （６）

となるが，この推定量は一致性がない。以下で
は具体的に の確率極限を求める。

 

  

 （７）

ここで各項の確率極限は以下の通りである。
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よって（７）式は以下の式になる。

  （８）

さらに（８）式の各項を以下に示す。

  

 

  

  

  

したがって の確率極限は以下の通りである。

  （９）

以上により は一致推定量ではないことが示さ
れた。また（９）式より，ノイズの分散が大きけ
れば大きいほど，過少推定されることがわかる。
次項で b の一致推定量を操作変数法によって導
く。

２．２　b の一致推定量の導出

　本項では b の一致推定量を一般的な操作変数
法（IV）を応用し導出する。ここで用いる操作
変数は

  （１０）

とする。ここで は に対してAR(１)モデルを
推定したときの推定値である。このときの推定
量は

  （１１）

である。この推定量が一致性を持つことを示す。
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 （１２）

ここで

 

  

  

  

  

  

したがって

 

  

  

　以上により，本稿で提案する推定量が一致推
定量であることが示された。次節では，以上の
結果の確認と他の推定量との比較をシミュレー
ションによって行う。

３．　データ分析

　本節では，はじめに Granger and Morris

（１９７６）は ARプロセスにノイズが加わった場
合，それはARMAモデルで表現できることを示
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しているので，そのモデルを紹介する。次にシ
ミュレーションによって想定誤差がある場合，
すなわち（５）式をAR(１)モデルとして推定した
場合に は過少推定になることを確認し，その
後ARMAモデルを最尤推定法により推定し，本
稿で提案する推定量との比較を行う。
　さらに実証分析として，東京証券取引所１部
上場銘柄の２００３年から２００９年の Realized Volatil-
ity系列に対して，本稿で提案する推定量により
推定を行う。
　Granger and Morris（１９７６）では，ある特定
の ARMA(p, q)モデルはいくつかの単純なモデ
ルから生じているかどうかについて考察してい
る。本稿の関心は専ら AR(１)にノイズが加わっ
た場合に ARMA(１, １)として考えられるかどう
かにあるため，その部分を概観する。いま，

 ， とし， と は互いに
独立なホワイトノイズとする。 とす
ると（４） 式と同様に

  （１３）

と書き換えられる。次に以下のような
ARMA(１, １)プロセスを考える。

  （１４）

ここで はホワイトノイズ系列である。 ，
 を（１４）式における右辺の MA(１)の分散と
自己共分散とすると（１３）式は以下の条件もと
で（１４）式に表せる。
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である。これらの条件が満たされると仮定する
ならば，（１４）式のARパラメーターと（１３）式
の ARパラメーターは同じとなる。すなわち，
この条件が満たされるならば，DGP（Data 
Generating Process）がARモデルにノイズが加
わった場合でも，ARMAモデルを推定すれば
ARパラメーターを得ることが可能である。

３．１　シミュレーション分析

　本項のシミュレーションでは（１）式の ＝
2

１に固定し，（２）式における b を２通り（b ＝
０.４, ０.８）， を３通り（ ＝０.２, ０.４, ０.７）に設
定した。それぞれの b と の値を組み合わせ，
サンプルサイズ Tのデータを生成させた（ T ＝
２０, ４０, １００, ５００, ８００, １０００, １５００）。生成したデー
タに対して AR(１)モデルの推定，IVによる推
定，ARMA(１, １)モデルの推定を行っている。繰
り返し回数は１,０００回で，推定された１,０００個の
パラメーターの平均および RMSEを計算した。
もし推定されたパラメーターの値が DGPの b 

u
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表４　b ＝０.８，  ＝０.２のときu
2

RMSEMean

MLEIVOLSMLEIVOLST

０.７１５９.７６１０.６１３０.３５９０.７０４０.２４４２０
０.６００７.９９４０.５６３０.４７８０.４０３０.２６５４０
０.３７０１.４９８０.５３４０.６５９０.９０３０.２８０１００
０.０７８０.１６１０.５１９０.７８２０.８０６０.２８４５００
０.０５８０.１２２０.５１８０.７８９０.８０３０.２８４８００
０.０５１０.１１１０.５１６０.７９００.８０４０.２８６１０００
０.０３９０.０８８０.５１７０.７９４０.８０７０.２８４１５００

表５　b ＝０.８，  ＝０.４のときu
2

RMSEMean

MLEIVOLSMLEIVOLST

０.６０２６.１６５０.４９８０.４７７０.６９５０.３６６２０
０.４４４１.７２００.４４６０.６０６０.７５９０.３９０４０
０.２２６１.０３８０.４１３０.７２９０.７５５０.４０５１００
０.０５８０.０８９０.３８５０.７９００.８０１０.４１８５００
０.０４４０.０６９０.３８３０.７９４０.７９８０.４１９８００
０.０３８０.０５９０.３８００.７９６０.７９８０.４２１１０００
０.０３１０.０５２０.３８００.７９６０.７９８０.４２２１５００

表６　b ＝０.８，  ＝０.７のときu
2

RMSEMean

MLEIVOLSMLEIVOLST

０.４８６３.４２２０.４０３０.５８６０.６０５０.４７５２０
０.３３６０.７５５０.３６１０.６７６０.７７２０.４８４４０
０.１４００.２３４０.３１２０.７６１０.７９７０.５０９１００
０.０５００.０６５０.２７９０.７９３０.７９６０.５２６５００
０.０３９０.０５１０.２７６０.７９７０.８０００.５２７８００
０.０３３０.０４５０.２７６０.７９７０.７９８０.５２６１０００
０.０２７０.０３５０.２７４０.７９７０.７９９０.５２８１５００

表１　b ＝０.４，  ＝０.２のときu
2

RMSEMean

MLEIVOLSMLEIVOLST

０.６５２２３.３５９０.３８８０.０４６－１.００６０.０７８２０
０.６６７１１.６２９０.３６６０.０６０－０.１３８０.０７０４０
０.６３８３６.４９３０.３４００.０７２１.４４００.０７５１００
０.４９１１４.３３７０.３２７０.２２８０.６０５０.０７６５００
０.４３３１.９７４０.３２４０.２４４０.３９３０.０７８８００
０.４１０１.９８１０.３２５０.２７８０.４３４０.０７７１０００
０.３２３３.５５６０.３２５０.３３５０.６０７０.０７６１５００

表２　b ＝０.４，  ＝０.４のときu
2

RMSEMean

MLEIVOLSMLEIVOLST

０.６３３１３６.４９００.３５９０.１０２－４.３４８０.１１９２０
０.６０９１３.９１２０.３１４０.１２３－０.２９００.１２６４０
０.５５５１３.８９３０.２９５０.２０６０.６０８０.１２４１００
０.３５８１.３２４０.２７５０.３３６０.３６５０.１２９５００
０.２９４０.３６８０.２７６０.３６８０.４３１０.１２７８００
０.２５００.３１２０.２７３０.３６６０.４１９０.１２９１０００
０.２０００.２０２０.２７３０.３９６０.４０９０.１２９１５００

表３　b ＝０.４，  ＝０.７のときu
2

RMSEMean

MLEIVOLSMLEIVOLST

０.５７０１５.３１９０.３２９０.１９０－０.０６４０.１６２２０
０.５８４４５.８７５０.２８８０.２０１１.５２８０.１６０４０
０.４９５７.９０４０.２５００.２６１０.５０６０.１７１１００
０.２８１０.２７６０.２２４０.３７９０.３９６０.１８１５００
０.２２５０.２１３０.２２２０.４０４０.４０１０.１８１８００
０.１９８０.１８３０.２２１０.４０４０.４０７０.１８２１０００
０.１６００.１４６０.２２００.４０２０.４０００.１８２１５００



に一致しているのであれば，RMSEは０となる。
すなわち RMSEは値が小さいほど真のパラメー
ターを推定したと言える。以上の表１～表６が
得られた結果である。
　シミュレーションの結果，（９）式で示してい
るように，AR(１)モデルの OLSは，真のパラ
メータがいかなる場合でも，サンプル数に関係
なく過少推定されることが分かる。推定値の平
均でみると，ARMAモデルの推定値と IVの推
定値はほぼ同じである。また，RMSEで評価を
すると，若干 ARMAモデルが良いことが分か
る。しかしながら，IVの推定時間は ARMAモ
デルに比べて圧倒的に早く，時間的にみると有
利な推定量であることも判明した。

３．２　実証分析

　これまでにも金融時系列データのボラティリ
テ ィ 分 析 は，GARCHモ デ ル，Stochastic 
Volatilityモデルなどの研究が数多く存在する。
近年では，高頻度データが一般的に利用可能と
なり，ボラティリティの推定量として日中リ
ターンの２乗を足し合わせた Realized Volatility

（RV）も使われるようになってきた。いま，日
中に n個の収益率データ 
があるとき，第 t日の RVである は以下の
式で定義される。

 

　RVの計算自体はモデルフリーで行われるが，
RVの時系列特性を分析するためには，何らかの
モデルを仮定することになる。どのように RV

をモデル化するかについても数多くの研究があ
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り，その一つに UC（Unobserved Component）
モデルがある２）。このモデルを使った最も単純
なケースとしては，RV系列のデータは真のボ
ラティリティに誤差が加わってしか観察できな
いとすることができる。本項では東京証券取引
所１部上場の１,６６４銘柄について２００３年３月１日
から２００９年１２月３０日までのデータから RVを計
算し，その対数の値に対して以下のモデルを IV

によって推定した。

 

 

  

　（１０）式，（１１）式より，b の一致推定量 は
以下の式である。

 

ここで は LRV系列に AR(１)モデルの推定し
たときの推定値である。実証分析では市場全体
に対する一般的な傾向を見るために，各銘柄の
推定値を集計した。その結果が表７である。
　この表からほとんどの銘柄が単位根に近い値
であることが分かる。さらに２３銘柄が と
なった。すなわち をノイズを含まない真のボ
ラティリティと考えるならば，２３銘柄に関して
はボラティリティは発散することになり，ボラ
ティリティの予測は困難になる。

４．　おわりに

　本稿では，Signal Processを AR(１)とし，そ
のプロセスとホワイトノイズの和からなる時系
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表７　 の統計量

標本数最　大最　小標準偏差標準誤差平　均

１,６６４１.８５０１３０.１４２６１５０.０３８８５５０.０００９５３０.９８０５４４

  １ ≥０.９＜ ＜１０.８＜  ０.９ ≤０.７＜  ０.８ ≤ ＜０.７

２３１,６２６１２２１銘柄数



列モデルの一致推定量を提案した。はじめに想
定している時系列データに AR(１)モデルをあて
はめると，その推定量は一致性を持たないこと
を示した後，一般的な操作変数法を使った新た
な推定量を提案し，その推定量が一致性を持つ
ことを証明した。
　次に本稿で提案する推定量と他の推定量の 

比較のためにシミュレーション分析を行った。 

本稿で想定しているモデルは Granger and 
Morris（１９７６）によって条件が満たされれば 
ARMA(１, １)モデルで表現可能であることが示さ
れているので比較のための推定量としては
ARMA(１, １)モデルの最尤推定量としている。シ
ミュレーションの結果，推定値の平均でみる
と，ARMAモデルの推定値と IVの推定値はほ
ぼ同じであり，RMSEで評価をすると，若干
ARMAモデルが良いという結果を得た。計算時
間自体は IV推定法の方が圧倒的に早いため，
ARMAモデルを推定する際の初期値を設定する
ためにIV推定法を用いるという利用方法が考え
られる。
　最後に実証分析として，東京証券取引所の
データを用いてRVを計算し，RV系列に対して
IV推定を行った。この分析は，観察される RV

系列のデータは真のボラティリティにノイズが
含まれているという想定のもと，真のボラティ
リティの時系列特性を分析しようとしている。
実証結果として，ほとんどの銘柄の真のボラ
ティリティは単位根に近い値をとり，２３銘柄に
ついては，ボラティリティが発散する可能性が
あるという結果を得ている。しかしながら，想
定しているモデルはもっとも単純な場合である
ため，この点に関しては，さらなる検討が必要

である。
　今後の方向性としては，Signal Processを
AR(１)以外の他のモデルへ変更や本稿で提案し
た推定量の漸近展開などが考えられる。
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ている。本研究を進める上で本学の前川功一教授，な
らびに関西学院大学の永田修一助手より，研究の成立
に不可欠な多くの助言を頂き，ここに記して感謝す
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注

１）　Nagakura and Watanabe（２０１０）
２）　RVのモデル化に関しては渡部（２００７）を参照
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